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[ExPERIENTIA VOL.VII/10]
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STUDIORUM PROGRESSUS

Ein (V, M) -Problem mit Nebenbedingung

Von H. Biery, Bern

In Vol. 6, Seite 222, 1950, dieser Zeitschrift wurden
diejenigen Rotationskorper von der festen Linge [ er-
mittelt, welche bei vorgegebenem Volumen V die grote
Oberflache F aufweisen. Nun spielt in der Theorie der
konvexen Korper eine dritte MaBzahl eine wichtige
Rolle, namlich M, das sogenannte Inlegral dev wmitlleven
Krimmung?. Ich stelle deshalb folgendes Problem:

«Gesuckt sind die kownvexen RotationskOvper von der
festen Lénge I, welche bei vovgegebenew Volumen V das
grdfite Integral dev mittleven Kriommung M aufweisen.

Die Losung lautet:

im Intervall 0 < ¥V < V, besitzen Zylinder,

im Intervall V;, < V < V, besitzen Kegelstiimpfe,

im Intervall V, =< V < oo besitzen Kegel

die verlangte Eigenschaft.
¥V, hat den Wert

3 18
24.24°
V, aber berechnet sich zu
7d 3 ctg?e,.

27 [n—{2 g, —sin(2g)}]*°

wo @, die einzige Wurzel von 2% — 3[2 ¢ — sin(2¢)]
= 0 ist, die dem Interwall 0 = ¢ < #/2 angehort.

Die Extremalkovper sind durch Vorgabe von V ein-
deutig bestimmid.

Beweis, Wir fassen zundchst nur die Klasse I, ins
Auge?, also Kegel, Kegelstiimpfe und Zylinder von der
festen Linge !. Fiir diese Korper gilt (Abb. 1):

Abb. 1.
v— "l st &
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0= p < o0; Al p.

In einer (V, M)-Ebene lautet die Gleichung der Zy-
linderkurve (A = 0):

AV —I(M-—al)? =0, (2)

1 H. HADWIGER, Uber einefehlende Ungleichung in der Theorie der
konvexen Korper, E1. Math. 2, 51 (1950).

% Die Klasseneinteilung ist*.in der eingangs zitierten Note
erliutert worden. Die zugelassenen Korper setzen sich aus lauter
Kegelstiimpfen im weitern -Sinne zusammen. Der angehingte
Index berechnet die Anzahl dieser Kegelstiimpfe. In der Klasse I muf
die Folge der Radien monoton abnehmend oder doch monoton nicht
zunehmend _sein. Fiir die Klasse IT fillt diese Bedingung dahin.

die Gleichung der Kegelkurve (|i| = p) in Parameter-

darstellung:

4nl
p— 7

$2; M—n[l—!—an—Zp arctg( lp)]
0= p < oo. {3)

Beide Kurven sind von unten konvex. Setzt man M aus
(3) in (2) ein, so erhilt man nach Umformung:
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und es folgt weiter, da die beiden Kurven rechts vom
Nullpunkt genau einen Schnittpunkt mit den Koordi-
naten

—_— = I3 Ctg2[:z(3—]/§)}
3 ;
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anfweisen. Ferner verliuft die Kegelkurve im Intervall
0 <V « V*¥ cgberhalb, im Intervall V* <V « &
unterhalb der Zylinderkurve.

Zwecks Gewinnung der Enveloppe der zweiparame-
trigen Kurvenschar (1) fithren wir mittels

{5)
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— . < <7
A 2 ctge; 0SS o= 2 (6)

einen neuen Parameter ein (vgl. Abb. 1) und erhalten als
Nulistellen von

DV oM oV OM.
op op 0@ 0p

d , P beliebig (Zylinderkurve, geometrischer

&
]
(

2 Ort von Kurvenenden) )
nl ctg o
B P = w2 —sm(2e}]

$ besitzt die Randwerte 7 [/24, co und nimmt, wenn ¢
von m/2 auf 0 fillt, monolon zu. GemiB (1) verhalten
sich M und V ebenfalls monoton, so dal die Enveloppe
ein einfacher Kurvenbogen ist (Abb. 2).

! /

Abb. 2.

Nun ist aber noch die Bedingung || = 4 zu beachten
(Abb. 1). Im Grenzfall sind die linken Seiten von (6)
und (7b) gleich, also miissen es auch die rechten sein.
Nach einfacher Umformung resultiert:

7
3= 7 — [2 ¢ —sin (2 ¢)]
bzw. (8)
2m— 3[2 ¢ —sin(2¢)] = 0.




[15. X. 1951]

@ ist also aufdas Intervall #/;, 2> 9 > @, zu beschrinken,
wo g, die einzige, dem allein zulissigen Intervall 0 < ¢
< m/2 angehtrende Wurzel von (8) ist.
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Abb. 3.

Da8 der Enveloppenbogen 4 B (Abb. 2) mit der Kegel-
kurve nur den Punkt B gemeinsam hat, wird folgender-
malBen nachgewiesen:

Die Steigung der Kegelkurve in P {(Abb. 3) berechnet
sich zu

av 41
77 Zp Ay @
=+ e — e
die Steigung der Kurve aus (1) mit A = const, die in P
entspringt, zu

av 21
aM =

Die durch p dividierte Steigungsdifferenz der beiden
Kurven ist eine monotone Funktion von #. In der rechts-
seitigen Umgebung von O steigt die Kegelkurve stirker
an, fiir groBes ¢ schwicher, und in B(M,, V) herrscht
Ubereinstimmung der beiden Steigungen.

(1) vermittelt eine Abbildung der (p, 1)-Ebene auf
die (M, V)-Ebene. Einem Abbildungssatz gemiB* darf
behauptet werden, dal die Abbildung (1) keinen Bild-
punkt liefert, der unterhalb des Kurvenzuges C der
Abbildung 2 liegt. .

Die Konvexitit des Kurvenbogens 4B (Abb. 2} ist
nicht erwiesen. Dieser Umstand bedeutet gegeniiber
dem (F.V)-Problem eine Erschwerung und erfordert eine
neue Beweisidee.

‘Wir sondern aus I, einparametrige Korperscharen aus,
welche bei festemn Aquatorradius zwischen Kegel und
Zylinder interpolieren (Abb. 4).
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Abb. 4.

Irgendeine zugehorige Kurve mit den Endpunkten
P (Kegel) und Q (Zylinder) liegt ganz nicht unterhalb C,

Abb. 5.

! H. Bigri, Dissertation (Bern, 1941).
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da sie ja nur Bildpunkte von Korpern aus I; enthilt
{vgl. Abb. 2 und 5). AuBerdem kann bewiesen werden,
daB sie fir I/r = 6/ bestdndig von umten konvex ist.

Nun berechnet man (Abb. 5):

i 24
A — = -— ~17,6398,
7 7

!
B: -- ~3,6388
¥

[gemiB (7), (8)], andererseits ist 6/x ~ 1,910, so daB E
tatséchlich rechts von B liegt.

Scolange demnach P und Q einem Gebiet mit dem
untern Rand O4BEZ angehfren, liegen Bogen und
Strecke PQ ganz nicht unterhalb von C und dienen als
Abschirmung nach unten. Wir betrachten nidmlich die

=Ly

Abb. 6.

in Abbildung 6 angedeutete einparametrige Korperschar
aus I, mit » als Parameter, Man berechnet:

V= 5t bt — b ba— 4D

!
+ I Bk papa D

(11)
M=n [l + 7Py — {(Po — 2 arctg(}‘;:f_z)
I !
+ i oot — )]
V,=const; M, = n{cos?f — cos?a)}. (12}

Mit wachsendem # nimmt « monoton zu, § monoton
ab, und die betrachtete Kurve ist bestindig konkav
von unien. Liegt aber P nicht links von B auf der
Kegelkurve, so liegt Q rechts von der Senkrechten durch
B auf der Zylinderkurve, und man kann, weil die Kegel-
kurve ja konvex von unten ist, auf die Korperschar der
Abbildung 4 fiiglich verzichten. Weitere Lagen des
Punktepaares P, @ sind unméglich, und man sieht ein,
daB kein Doppelkegelstumpf aus I, extremal sein kann.
Die vorliegende SchluBweise ist aber unbeschrinkt an-
wendbar, und es erhellt, daB fiir die Klasse I der Kur-
venzug C den untern Rand darstelltl.

Abb. 7.

1 Vergleiche hiezu die Ausfithrungen Seite 6 in der eingangs zi-
tierten Arbeit, Ein tsoperimetrisches Problem mit Nebenbedingungung,
Exper. 6, 222 (1950), wobei ¥ durch M zu crsetzen ist,
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Die Klasse II macht mehr Mithe. Zunédchst lesen wir
aus Abbildung 7 ab:

V= 5 (0} + ot — Po b — B

7

! 2 2y .
T (B3 + pots + 2D

* (13)

M = a{l + mpy— {{po — P1) 2rCtg
+ {po — Po) arctg B}

V.= const; M, = n[cos?f — cos?al.

Mit wachsendem #» nimm¢t ¥V monoton zu, M aber zu-
nichst monoton ab und hernach ebenfalls monoton zu.
Vom Umkehrpunkt weg ist die zugeordnete Kurve
durchwegs von unten konkav, was rechts von der
Senkrechten durch B zur Abschirmung nach unten hin-
reicht (Abb. 5).

Ferner zeigen wir, dafl irgendein Doppelkegelstumpf
aus II, nicht extremal sein kann, indem er durch einen
Doppelkegel aus I, ersetzt wird, der bei gleichem Volu-
men gréBeres M besitzt. In der Tat lehrt Abbildung 8:

A
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M =all+ap,— (p1— )%
— {(po— P1) arctga + (po — pg) arctg f}]; (14)
M,= n({cos?f — cos?a).
M, nimmt mit wachsendem ¥ monoton zu und besitzt
die Randwerte
M (e = @) = 7 {cos?fy — cos?e);
M, (8= 0) = nsin?e; > 0

Es sind nur zwei Fille zu unterscheiden :

a) fo < @>My{e=g) >0,

b) Bo> g-> M= ¢} <0.
Im ersten Fall ist M monoton. Im zweiten Fall aber
nimmt diese GréBe zunidchst monoton ab bis zur Stelle
f = «, um hernach monoton zuzunehmen, wobei leicht

zu sehen ist, dafl der Endwert grofer ist als der An-
fangswert. Gerade das aber war zu zeigen.
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Abb, 9.
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Schlieflich lassen wir in (13) (Abb. 7) $, das Intervall
0= p; = Py, dann p, das Intervall 0 < p, < p, durch-
lauten. Das Bild dieser Kérperschar besteht, solange
¥/v Z 6/n bzw. 1 — x/r Z 6/x giltt, aus 2 bestindig
von unten konvexen Kurvenbogen, die nach den bis-
herigen Ausiiihrungen ganz nicht unferhalb C legen
(Abb. 9). Dasselbe trifft fiir die Strecken PQ und QR zu,
und wir haben neuerdings eine Abschirmung nach unten
erreicht. .

Jetzt wenden wir die in Abbildung 6 angedeutete De-
formation mit # als Parameter unbeschrinkt an und
erreichen so, von einem passend gewédhlten Doppelkegel-
stumpf II, ausgehend, jeden Kegelstumpfkérper der
Klasse IT. Wegen der Konkavitiit jeder Verbindungs-
kurve kann geschlossen werden, dass das Extremum von
M nicht in der Klasse II zu finden ist, Damit ist der
Beweis fertig.

Unsere Behauptungen lassen sich auch in Unglei-
chungen ausdriicken. Fiir konvexe Rotationskorper von
der festen Linge ! gilt folgendes System von Unglei-
chungen:

Mgn[zjul/fl_V]; oV

Gleichheitszeichen nur fiir Zylinder

ﬂ3 13
24-24 °

(1)

wl
0sp =5
!
M é:fz[l—i—:z(p—{- A — Zlarctg(“ﬂ—)}; (2)
7l

V=—5-0p"+2;

7T
p=2pe)s A=Me G >9> ¢

Liid

[Vergleiche (6), (7), (8)] ;- <P < plga)-

M< n[l + l/ 3—7—11 - I/r?;:;— arctg (W——%ﬂ ® (3)

Vo=V < o0.

Gleichheitszeichen nur fiir Kegel
Plpa) =P < o0,

Summary

The class of the convex rotatory bodies of the fixed
length 7 is to be considered and it is shown, that for

0ZVETY,
Vi< V<V,
V.2V <

cylinders,
conic trunks,

cones,

with firm volume demonstrate the greatest M.

The proof uses discussions of curves. The main diffi-
culty consists in the fact, that a certain stretch of the
picture is not always convex to beneath. [This difficulty
was omitted at the analogic (V, F)-problem.]

1 Und wenn die genannten Bedingungen nicht erfiillt sind, so
reichen dic Ausfiihrungen iiber den Doppelkegelstumpf 11, aus, um
nachzuweisen, daB die Abschirmung nach unten erhalten bleibt.

2 Die Extremaleigenschaft des Kegels in bezug auf M, gepaart
mit derjenigen beziiglich F, spielt nach meinen Wahrnehmungen im
Hauptproblem der konvexen Rotationskérper eine wichtige Rolle,
auf welchen Umstand in einer demnichst erscheinenden Note ein-
gegangen werden soll.



