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I n f o r m a t i o n s  - I n f o r m a t i o n e n  - I n f o r m a z i o n i  - N o t e s  

S T U D I O R U M  P R O G R E S S U S  

E i n  (IF, M ) - P r o b l e m  m i t  N e b e n b e d i n g u n g  

Von H. BIERI, Bern 

I n  VoL 6, Sei te  222, 1950, dieser  Ze i t schr i f t  w u r d e n  
d ie jen igen  R o t a t i o n s k 6 r p e r  y o n  der  fes ten  L~inge l er-  
mi t t e l t ,  welche  bei  v o r g e g e b e n e m  V o l u m e n  V die grOBte 
Oberfl~iche F aufweisen.  N u n  spie l t  in de r  Theor ie  de r  
k o n v e x e n  K S r p e r  eine d r i t t e  Mal3zahl eine wich t ige  
Rolle ,  n~ml ich  2]4, das  sogenann t e  Integral der mittleren 
Kri~mmungL I c h  s te l le  desha lb  folgendes  P r o b l e m :  

,Gesucht sind die konvexen Rotationsk6rper yon der 
]esten Liinge l, welche bei vorgegebenem Volumen V das 
grSflte Integral der mittleren Kri~mmung M au/weisen. 

Die L/Jsung l a u t e t :  
i m  I n t e r v a l l  0 ~ V =< V x bes i t zen  Zylinder, 
im  l n t e r v a l l  Vx < V < V 2 b e s i t z e n  Kegelsti~mp[e, 
im  I n t e r v a l l  Vz _~< V < oo bes i tzen I4egel 

die v e r l a n g t e  E igenscha f t .  
Vx ha t  den W e r t  

24 • 24 
Vz aber  be rechne t  sich zu 

n~ l a c tg  ~ ~0~ 

27 [~ r - -  {2 9~ ~ sin (29,) }] ~ ' 

wo ~, die einzige W u r z e l  yon  2 ~r ~ 3 [2 ~0 - -  sin (2q0)] 
= 0 ist, die d e m  I n t e r w a l l  0 --<: ~0 ~ ~/2 angeh6r t .  

Die Extremalk6rper sind durch Vorgabe yon V ein- 
deutig bestimmt. 

Beweis. XVir fassen zunAchst  n u r  die Klasse  I t ins 
Auge  ~, also Kegel ,  Kege l s t t impfe  und  Zy l inde r  yon  der  
fes ten LAnge l. F i i r  diese K6rper  gi l t  (Abb. 1) : 

~~ x---~ 
o 

Abb. I. 

V = ~ -  (3 p~  + 22), (1) 

M 

0~--<~P < oo;  0_~< [),[ < p. 

I n  e iner  (V, M ) - E b e n e  l a u t e t  die Gle ichung  der  Zy-  
l i n d e r k u r v e  (2~ = 0) : 

~ v - -  1 ( M  ~ ~ l) 2 = 0 ,  (2) 

x H. HADWIGER, Ubereine~ehlende Ungleichung in der Theorie der 
konvexen K6rper, El. Math. e, 51 (1950). 

Die Klasseneinteilung i~st:ilin der eingangs zitierten Note 
erlAutert worden. Die zugelassenen Kitrper setzen sieh aus lauter 
Kegelstiimpfen im weitern Sinne zusammen. Der angeh~ingte 
Index berechnet die Anzahl dleser Kegelstfimpfe. In der Klasse I mug 
die Folge der Radien monoton abnehmend oder doch monoton nicht 
zunehmend_sein. Ffir die Klasse II  ffilit diese Bedingung dahin. 

die Gle ichung  der  K e g e l k u r v e  ( I ~ 1 =  P) in P a r a m e t e r -  
dars te l lung  : 

4 ~ 1  [ ( ~ ) ]  
V = - ~ - -  pz; M = • l + 2 ~ p - -  2 p arctg 

o<=p < o0. (3) 

Beide K u r v e n  s ind yon unten konvex. Se tz t  m a n  M aus 
(3) in (2) ein, so erh~t t  m a n  nach  U m f o r m u n g :  

P * =  2-  c tg  3 ' (4) 

u n d e s  fo lg t  wei ter ,  dal3 die be iden  K u r v e n  rech ts  v o m  
N u l l p u n k t  genau  e inen S c h n i t t p u n k t  m i t  den  Koord i -  
na t en  

V* - -  c tg  ~ -~ (3 
3 3 ' 

(5) 

M *  = ~rl 1 + ~ c tg  3 

aufweisen.  F e r n e r  ve r l~uf t  die K e g e l k u r v e  im I n t e r v a l t  
0 < V < V* oberhalb ,  im  I n t e r v a l l  V* < V < oo 
un t e rha lb  der  Zy l inde rkurve .  

Zwecks G e w i n n u n g  der  E n v e l o p p e  der  zwe ipa rame-  
t r igen K u r v e n s c h a r  (1) f i ihren wir  mi t t e l s  

). ~ ~-  ctg~0; 0=_~ ~0_~--~ (6) 

e inen neuen  P a r a m e t e r  ein (vgl. Abb.  1) und  e fha l t en  als 
Nul ls te l len  yon 

OV OM OV OM 

Op 0--9-- O~ Op : 

(a) 9 = ~ - ,  P bel iebig  (Zyl inderkurve ,  geomet r i scher  
Of t  yon  K u r v e n e n d e n )  (7) 

l c tg  9 
(b) p ---- 6 [n - -  { 2 ~o - -  s in  (2 9) } ]  " 

p bes i t z t  die R a n d w e r t e  ~ 1/24, ~x~ und  n i m m t ,  w e n n  ~0 
yon  ~r/2 auf  0 f~illt, monoton zu. Gem~ig (1) v e r h a l t e n  
sich M und  V ebenfal ls  mono ton ,  so dab die E n v e l o p p e  
ein einfacher Kurvenbogen i s t  (Abb. 2). 

/ t  

l / g / 

,, C 

0: C M---~ 

Abb. 2. 

N u n  is t  aber  noch  die ]3edingung ] 2 [ <: p zu beach ten  
(Abb. 1). I m  Grenzfa l I  s ind die l inken  Se i ten  yon  (6) 
und  (7b) gleich, also m f i s s e n  es a u c h  die r ech ten  sein. 
N a c h  e in facher  U m f o r m u n g  resu l t i e r t :  

3----- 
~ r -  [Z 9 -  sin (2 ~0)] 

bzw. (8) 
2 ~ - - -  3[2 ~o - -  sir/(2 ~)] = 0. 
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is t  also auf  das I n t e r v a l l  ~[~ ~ ~0 ~ ~o 2 zu beschr~nken,  
wo ~0~ die einzige,  d e m  allein zuli issigen Interval1  0 __~ ~o 
_~ z~/2 angeh6rende  W u r z e l  yon  (8) ist.  

g 

~ v , ~ )  

0l ~t---~ 
Abb. 3. 

DaB der  E n v e l o p p e n b o g e n  A B (Abb. 2) m i t  der  Kegel -  
k u r v e  nu r  den  P u n k t  B g e m e i n s a m  ha t ,  wird  Io lgender-  
maBen  nachgewiesen :  

Die  S te igung  der  K e g e l k u r v e  in P (Abb. 3) be reehne t  
sich zu 

d V  4 l  p 

[ 2, (+11 '`9, ~r + 4 p2 + l 2 a r c t g  

die S te igung  der  K u r v e  aus (1) m i t  ;t = eonst ,  die in P 
en t spr ing t ,  zu 

d V  21 
- -  - -  p .  (10)  

d M  z~ 

Die durch  p d iv id ie r t e  S te igungsd i f fe renz  der  be iden 
K u r v e n  ist  e ine m o n o t o n e  F u n k t i o n  yon  p. I n  der  reehts-  
se i t igen U m g e b u n g  yon O s te ig t  die K e g e l k u r v e  st~irker 
an, fiir  groBes p schw~cher ,  und  in B ( M , ,  V,) he r r sch t  
O b e r e i n s t i m m u n g  der  be iden  Ste igungen.  

(1) v e r m i t t e l t  eine A b b i l d u n g  der  (p, ; t ) -Ebene auf  
die (M, V)-Ebene.  E i n e m  Abb i ldungssa t z  gem/iBx darf  
b e h a u p t e t  werden,  dab  die A b b i l d u n g  (1) ke inen  Bild-  
p u n k t  l iefert ,  der  u n t e r h a l b  des IKurvenzuge s C der  
A b b i l d u n g  2 l iegt .  

Die  K o n v e x i t / i t  des K u r v e n b o g e n s  A B (Abb. 2) is t  
n i ch t  erwiesen.  Diese r  U m s t a n d  b e d e u t e t  gegeni iber  
d e m  (F. V) -Prob lem eine E r s c h w e r u n g  und  e r fo rde r t  eine 
neue  Beweis idee.  

W i r  sondern  aus Ia e i n p a r a m e t r i g e  K6rpe r scha ren  aus, 
welche  bei  fes tem ~ q u a t o r r a d i u s  zwischen Kege l  und  
Zy l inde r  in te rpo l ie ren  (Abb. 4). 

P f P 

Abb. 4. 

I rgende ine  zugehOrige K u r v e  m i t  den  E n d p u n k t e n  
P (Kegel) und  Q (Zylinder)  l iegt  ganz nicht  unterhalb C, 

g a 0 .  

le m --~ 

Abb. 5. 

1 H. BIEm, Dissertation (Bern, 1941). 

da  sie j a  n u r  B i l d p u n k t e  yon  K 6 r p e r n  aus 11 enth / i l t  
(vgl. Abb .  2 und  5). AuBerdem k a n n  bewiesen  werden ,  
dab  sie fiir  I/r ~ 6 /z  bes t / indig  yon un t en  k o n v e x  ist. 

N u n  b e r e c h n e t  m a n  (Abb. 5): 

l 24 
A : --  ~,  7,6398,  

r ¢r 

I 
B :  - -  ~ 3,6388 

Y 

[gem~tl] (7), (8)], andererse i t s  is t  6/~ ,~ 1,910, so dab E 
ta t s~chl ieh  rechts  von  B liegt.  

Solange  d e m n a c h  P und  Q e inem Geb ie t  m i t  dem 
u n t e r n  R a n d  O A B E Z  angehSren ,  l iegen B~gen  u n d  
S t reeke  P Q  ganz  nicht  unterhatb  yon  C und  d ienen  als 
A b s e h i r m u n g  nach  unten .  W i r  b e t r a c h t e n  n~ml ich  die 

" f r o  

Abb. 6. 

in A b b i l d u n g  6 a n g e d e u t e t e  e i n p a r a m e t r i g e  K 6 r p e r s c h a r  
aus  12 m i t  x als P a r a m e t e r .  Man  b e r e c h n e t :  

YLX 

v = 3 (P°~ + p° p l  - -  Pl P,  - -  Pl) 

+ --3-- (P~ + Pl  P2 + P l ) ;  (xl) 

+ (Px - -  P2) Pt  - -  P* 
arc  tg  - -  ; 

V z = cons t ;  M z = ~ ( c o s 2 B - - c o s * ~ ) .  (12) 

Mit  w a c h s e n d e m  x n i m m t  ~ m o n o t o n  zu, fl m o n o t o n  
ab, und  die b e t r a c h t e t e  K u r v e  is t  bes t / indig  konkav  
yon unten.  Lieg t  aber  P n ich t  l inks yon  B auf  der  
Kege lkurve ,  so l iegt  Q rechts  von  der  Senkrech ten  du rch  
B auf  der  Zy l inde rkurve ,  und  m a n  kann,  wei l  die Kegel -  
ku rve  j a  k o n v e x  y o n  un t en  ist, au f  die K6rpe r scha r  der  
A b b i l d u n g  4 fi iglich verz ich ten .  VVeitere Lagen  des 
P u n k t e p a a r e s  _P, Q s ind unm6gl ich ,  und  m a n  s ieh t  ein, 
dab  ke in  D o p p e t k e g e l s t u m p f  aus 12 e x t r e m a l  sein kann.  
Die  vor l i egende  SehluBweise is t  a b e t  unbesehr / tnk t  an-  
wendbar ,  und  es erhetl t ,  dab  ffir die Klasse  I der  K u r -  
venzug  C den u n t e r n  R a n d  dars te l l t  1. 

# 

Abb. 7. 

x Vergleiche hiezu die Ausfiihrungen Seite 6 in der eingangs zi- 
tierten Arbeit, Ein isoperimetrisches Problem mit Nebenbedingungung, 
Expel  6, 222 (1950), wobei F durch M zu ersetzen ist. 
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Die Klasse  I I  m a c h t  m e h r  Mtihe. ZunAchst  lesen wir  
aus A b b i l d u n g  7 ab :  

~ x  
V = T (p~ + P0 Pt - -  P0 P~ - -  P~) 

s t l  
+ T (p~ + Po P~ + P~); 

?d  = ~ [l + z~ p~ - -  { (P0 -- P~) arc  tg  

+ ( P o -  P~) a rc tgf l}~;  

V . =  cons t ;  M= = = [ c o s ~ f l -  cos=c~]. 

(t3) 

Mi~ w a c h s e n d e m  x n i m m t  V m o n o t o n  zu, M abe r  zu-  
ni~chst m o n o t o n  ab und  he rnach  ebenfal ls  m o n o t o n  zu. 
Worn U m k e h r p u n k t  weg ist  die zugeordne te  K u r v e  
durchwegs  y o n  u n t e n  konkav ,  was rech ts  yon  der  
Senkrech ten  durch  B zur  A b s c h i r m u n g  nach  u n t e n  hin-  
re ich t  (Abb. 5). 

F e r n e r  zeigen w/r, dab  i rgende in  D o p p e l k e g e i s t u m p f  
aus II~ n ich t  e x t r e m a l  sein kann,  i n d e m  er du rch  e inen  
Doppe lkege l  aus I= e r se tz t  wird,  der  bei  g le ichem Volu-  
men  gr6Beres M besi tz t .  In  der  T a t  l ehr t  A b b i l d u n g  8: 

Abb. 8. 

2kl = zcEl+ s tp0 - -  (P l - -  s) 

-- {(P0--  Pl) a r c t g ~  + (Po-- P~) a r c t g f l } J ;  (14) 

M . =  ~ (cos~/~ - c o s 2 = ) .  

M~ n i m m t  m i t  w a c h s e n d e m  x m o n o t o n  zu und  bes i t z t  
die  R a n d w e r t e  

M~{~ = ~} = st (cos~fl0- cos~) ;  

M . ( f l  = 0) = st sin*a0 > 0 

Es  s ind nu r  zwei F~l le  zu un te r sche iden  : 

a) flo < cp--~M x ( x =  9) > 0,  

b) r io>  9 " - ~ M m ( a =  9) < 0 .  

I m  ers ten  F a l l  i s t  M m o n o t o n .  I m  zwei ten  F a l l  abe t  
n i m m t  diese GrBBe zun/ ichs t  m o n o t o n  ab bis zur  Ste l le  
fl = ~, u m  h e r n a c h  m o n o t o n  z u z u n e h m e n ,  wobe i  le ich t  
zu sehen ist, d a b  der  E n d w e r t  gr6Ber is t  als de r  An-  
fangswer t .  Gerade  das aber  war  zu zeigen. 

1o . ,g -~  

Abb. 9. 

SchlieBlich lassen wir  in (13) (Abb. 7) Pl  das I n t e r v a l l  
0 ~ Pl  <~ P0, dann  p~ das I n t e r v a l l  0 ~ P2 ~ P0 durch-  
lauien.  Das  13ild dieser  K 6 r p e r s c h a r  bes teh t ,  solange 
x/r  _> 6/st bzw. l -- x / r  ~ 6/st gil t  ~, aus 2 best{tndig 
yon unten konvexen K u r v e n b o g e n ,  die n a c h  den  bis- 
herigeri  Ausf i ih rungen  ganz nicht unterhalb C l iegen 
(Abb. 9). Dasse lbe  t r i f f t  ffir die S t recken  P Q  und  Q R  zu, 
und  wi t  h a b e n  neue rd ings  eine A b s c h i r m u n g  n a c h  un t en  
er re icht .  

J e t z t  w e n d e n  wi r  die in Abb i ldung  6 a n g e d e u t e t e  De-  
f o r m a t i o n  m i t  x ats P a r a m e t e r  u n b e s c h r ~ n k t  an  und  
er re iehen so, von  eineln passend  gew/ih l ten  Doppe lkege l -  
s t u m p f  I I ,  ausgehend ,  j eden  K e g e l s t u m p f k 6 r p e r  der  
Klasse  I I .  W e g e n  der  I{onkav i t i i t  j ede r  Verb indungs -  
ku rve  kann  geschlossen werden,  dass das  E x t r e m u m  yon 
M n ich t  in de r  Klasse  I I  zu l inden  ist. D a m i t  is t  der  
Beweis  fertig.  

Lrnsere ]3ehauptungen  lassen sich auch  in Ungle i -  
chungen  ausdr i icken.  F i i r  k o n v e x e  R o t a t i o n s k 6 r p e r  yon 
der  fes ten L/ inge l gi l t  fo lgendes  S y s t e m  yon  Ungle i -  
chungen  : 

M=<= l +  ; 0 ~ V ~  24.2----4- (1) 

Gleichhei t sze ichen  n u t  ffir Zy l inde r  

M ~ s t [ l+  st(p + t ) -  2 ~ arctg ( -~a)] ;  {2) 

V =  T ( 3 p * + T g ) ;  

p = p ( ~ ) ;  z = z ( ~ ) ;  

~v-ergleiche (6), (7), (8)] 

- ~ >  ~ >  9~; 

V ~ < = V  < oo. 

Gleichhei t sze ichen  n u t  fiir Kege l  

p{~) < p < ~ .  

{3} 

S u m m a r y  

The  class of t he  c o n v e x  r o t a t o r y  bodies  of the  f ixed 
l e n g t h  l is to  be cons idered  and  i t  is shown,  t h a t  for 

0 <_ V <<. V 1 cylinders, 

V I < V < V~ conic trunks,  

V s <_~ V < oo cones, 

w i t h  f i rm v o l u m e  d e m o n s t r a t e  t h e  g rea t e s t  I~L 
T h e  p roof  uses discussions of curves .  T h e  m a i n  diffi- 

cu l t y  consis ts  in t h e  fac t ,  t h a t  a ce r ta in  s t r e t ch  of  the  
p ic tu re  is n o t  a lways  c o n v e x  to  benea th .  [This  d i f f icu l ty  
was o m i t t e d  a t  t he  analogic  ( V, / ; ) -p rob lem. ]  

1 Und wenn die genannten Bedingungen nicht erffillt sittd, so 
reichen die Ausffihrungen fiber den Doppelkegelstmnpf IIz aus, um 
nachzuweisen, dab die Abschirmung nach unten erhalten bleibt. 

Die Extremaleigenschait des Kegels in bezug auf M, gepaart 
mit derjenigen beziiglieh F, spielt nach meinen Wahrnehmungen im 
Hauptproblem der konvexen RotatiotlskSrper eine wiehtige Rolle, 
auf welchen Umstand in einer demn~iehst erscheinenden Note ein- 
gegangen werden soil, 


